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1. Ðàññìîòðèì îòäåëüíûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äåëèìîñòüþ ÷èñåë. Âàæíûìè
çäåñü, êðîìå ïðèçíàêîâ äåëèìîñòè, ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëû ñîêðàùåííîãî óìíîæå-
íèÿ, ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íà ìíîæèòåëè, äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì
è ò.ï.

Çàäà÷à 1. Êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà f(x) = x2 + px + q �öåëûå ÷èñëà.
Îäèí èç íèõ � ïðîñòîå ÷èñëî. ×èñëî f(7) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.
Îïðåäåëèòü êîðíè óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a, b � êîðíè, è b � ïðîñòîé êîðåíü. Òîãäà f(x) = (x−a)(x−
b). Â ÷àñòíîñòè, f(7) = (7− a)(7− b). Òàê êàê f(7) ïðîñòîå ÷èñëî, òî ðàçíîñòü
7−a = ±1, à ðàçíîñòü 7− b 6= ±1, ïîñêîëüêó b� ïðîñòîå ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëüíî,
a = 6 èëè a = 8. Ðàçíîñòü 7−b äîëæíà áûòü íå÷åòíûì ÷èñëîì ïðè âûáðàííûõ
çíà÷åíèÿõ a èëè 7− b = ±2, òàê êàê f(7) ïðîñòîå ÷èñëî. Ýòî âîçìîæíî ëèøü
ïðè îäíîì ïðîñòîì çíà÷åíèè b = 2 èëè b = 5. Èíà÷å ðàçíîñòü 7 − b áóäåò
ñîñòàâíûì ÷èñëîì. Òàê êàêf(7) ≥ 2, òî îòâåòîì áóäóò ïàðû a = 6,b = 2 èëè
a = 6,b = 5.

Çàäà÷à 2. Íàéòè âñå ÷èñëà, ìåíüøèå 100000, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 1999, è
ñóììà âñåõ öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè òàêîãî ÷èñëà ðàâíà 30.

Ðåøåíèå. ×èñëî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 1999 è íå ïðå-
âîñõîäÿò 100000, îïðåäåëÿåòñÿ öåëîé ÷àñòüþ

[
100000
1999

]
= 50. Òàêèì îáðàçîì,

÷èñëà ñëåäóåò èñêàòü ñðåäè ïðîèçâåäåíèé: 1999(10k + l), ãäå k = 0, 1, 2, 3, 4, 5,
l = 0, 1, ..., 9. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè a5, ..., a1� öèôðû â äåñÿòè÷íîé çàïèñè
÷èñëà, òî îíî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå: a5104 + a4103 + a3102 + a210 + a1. Ñóììà
öèôð â ýòîì ÷èñëå âûäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì:

a5(104 − 1) + a4(103 − 1) + a3(102 − 1) + a2(10− 1) + (a5 + a4 + a3 + a2 + a1).

Ïîýòîìó îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà íà 9 ðàâåí îñòàòêó îò äåëåíèÿ íà 9 ñóììû
öèôð ýòîãî ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà 1999(10k + l) íà
9 äîëæåí ðàâíÿòüñÿ 3 â ñèëó óñëîâèÿ çàäà÷è. Èìååì ðàâåíñòâî:

1999(10k + l) = 1998(10k + l) + 10k + l.

Ïîýòîìó ñðåäè ÷èñåë 10k + l âûäåëÿåì òå, êîòîðûå èìåþò îñòàòîê 3 ïðè
äåëåíèè íà 9. Òàêèìè ÷èñëàìè áóäóò ÷èñëà: 12, 21, 30, 39, 48. Èç ýòèõ ïÿòè
âûáèðàåì òå, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è. Ïðîâåðêó ëó÷øå ñäå-
ëàòü, âû÷èñëÿÿ ïðîèçâåäåíèå: (2000 − 1)(10k + l). Âñå ïÿòü ïðîèçâåäåíèé:
1999 · 12, 1999 · 21, 1999 · 30, 1999 · 39, 1999 · 48 óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò.
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Çàäà÷à 3. Â öåëûõ ÷èñëàõ ðåøèòü óðàâíåíèå: m4 − 2n2 = 1.
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåì â âèäå: 2n2 = (m2 − 1)(m2 + 1). Åñëè

m2 = 1, òî n = 0, è âûäåëÿåòñÿ ïàðà ðåøåíèé; m = ±1, n = 0. Ïóñòü m2 >
1. Îáîçíà÷èì m2 = k. Òàê êàê 2n2 = (k − 1)(k + 1), òî îäíà èç ðàçíîñòåé
k−1, k+1 äåëèòñÿ íà2. Òîãäà äðóãàÿ ðàçíîñòü òîæå äåëèòñÿ íà 2. Òàê êàê ÷èñëà
k− 1, k + 1 - ñîñåäíèå ÷åòíûå ÷èñëà, òî îäíî èç íèõ èìååò ìíîæèòåëåì òîëüêî
ïåðâóþ ñòåïåíü äâîéêè. Ïóñòü ýòî áóäåò ÷èñëî k − 1. Äðóãèõ îáùèõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé ó ÷èñåë k−1, k+1 íåò. (Äîêàçûâàåì îò ïðîòèâíîãî). Ñëåäîâàòåëüíî,
èç ðàâåíñòâà 2n2 = (k − 1)(k + 1) ñëåäóåò, ÷òî k − 1 = 2 · p2, k + 1 = q2 ñ
íåêîòîðûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè p, q. Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûâîäèì:
1 = q2 − m2. Îòñþäà öåëûå ìíîæèòåëè q + m = 1, q − m = 1 èëè q + m =
−1, q −m = −1. Ýòî äàåò ñîîòâåòñòâåííî m = 0. Îòñþäà èìååì ïðîòèâîðå÷èå
ñ íåðàâåíñòâîì: m2 > 1. Ñëó÷àé, êîãäà ÷èñëî k + 1 èìååò ìíîæèòåëåì òîëüêî
ïåðâóþ ñòåïåíü äâîéêè, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òàêèì îáðàçîì, â ëþáîì
ñëó÷àå äðóãèõ ðåøåíèé, îòëè÷íûõ îò m = ±1, n = 0, íåò.

Çàäà÷à 4. Â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ðåøèòü óðàâíåíèå: 3m − 2n = 1.
Ðåøåíèå. Íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü òðîéêè îêàí÷èâàåòñÿ íà öèôðû 3, 9, 7, 1, à

íàòóðàëüíàÿ ñòåïåíü äâîéêè îêàí÷èâàåòñÿ íà öèôðû 2, 4, 8, 6. Ïåðèîäè÷íîñòü
ïîâòîðåíèÿ öèôð ðàâíà 4. Ïîýòîìó ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé äåëèì íà 4. Ïóñòü
m = 4k + r, n = 4l + q, r, q = 0, 1, 2, 3. Ñëó÷àè m < 4 èëè n < 4 ðàññìàòðèâàåì
îòäåëüíî è âûäåëÿåì îäíî ðåøåíèå: m = n = 1. Ïóñòü m ≥ 4 è n ≥ 4. Òîãäà
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

81k · 3r − 16l · 2q = 1.

Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå:

(81k − 1) · 3r − 16l · 2q = 1− 3r.

Ðàçíîñòü 81k− 1 äåëèòñÿ íà 16. Ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü 1− 3r äîëæíà äåëèòüñÿ
íà 16. Ýòî âîçìîæíî, åñëè r = 0. Òîãäà óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä:

(81k − 1) · 1− 16l · 2q = 0.

Ðàçíîñòü 81k − 1 äåëèòñÿ íà 5. Ïîýòîìó 16l · 2q äîëæíî äåëèòüñÿ íà 5. Ýòî
íåâîçìîæíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Çàäà÷à 5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíüþ
äâîéêè è â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ, ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ ïåðâîé öèôðû
âíîâü ïîëó÷àåòñÿ ñòåïåíü äâîéêè.

Ðåøåíèå. Èç ïåðâûõ ñòåïåíåé äâîéêè 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512 óñëî-
âèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò ÷èñëà 32, 64. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêèå ÷èñëà åñòü
ñðåäè íå ìåíåå, ÷åì òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë. Ïóñòü a � ñòàðøàÿ öèôðà ýòîãî m
� çíà÷íîãî ÷èñëà, m ≥ 3. Âû÷åðêèâàíèå ñòàðøåé öèôðû ìîæíî ïðåäñòàâèòü
àðèôìåòè÷åñêîé îïåðàöèåé:

2n − a · 10m−1.
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Òîãäà ïî óñëîâèþ çàäà÷è èìååì óðàâíåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ:

2n − a · 10m−1 = 2k,

ãäå ÷èñëî 2k � (m− 1)� çíà÷íîå. Çàïèøåì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â âèäå:

2n − 2k = a · 10m−1

èëè
2k(2n−k − 1) = a · 10m−1.

Ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà 5. Ïîýòîìó ðàçíîñòü 2n−k − 1 äîëæíà äåëèòüñÿ íà
5. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîêàçàòåëü n − k êðàòåí 4, ò.å.
n− k = 4l (àíàëèçèðóåì ïîñëåäíþþ öèôðó, íà êîòîðóþ îêàí÷èâàåòñÿ ñòåïåíü
äâîéêè). Òàê êàê 2n = 2k24l è ÷èñëà 2n, 2k îòëè÷àþòñÿ òîëüêî íà îäèí ðàçðÿä,
òî ìíîæèòåëü 24l äîëæåí áûòü íå áîëåå, ÷åì äâóçíà÷íûì ÷èñëîì. Òàê êàê l 6=
0, òî åäèíñòâåííî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì äîëæíî áûòü l = 1. Òîãäà óðàâíåíèå
ïðèíèìàåò âèä:

2k(24 − 1) = a · 10m−1.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äåëèòñÿ íà 5 è íå äåëèòñÿ íà 25, à ïðàâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ
íà 25, ïîñêîëüêó m ≥ 3. Èìååì ïðîòèâîðå÷èå, êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî äðóãèõ
ðåøåíèé íåò.

2. Äðóãèì âàæíûì èíñòðóìåíòîì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îöå-
íîê ïåðåìåííûõ èëè íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí. Êðîìå èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Êî-
øè ìîæíî èñïîëüçîâàòü è îáû÷íûå îöåíêè. Âîò íåêîòîðûå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n òàêîâû, ÷òî ÷èñëà m3 + n è m3 + m
äåëÿòñÿ íà m2 + n2. Íàéäèòå ýòè ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü ÷èñåë m3 + n è m3 + m òàêæå
äåëèòñÿ íà m2 + n2. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè n ≥ m. Òîãäà ÷àñòíîå

n−m

m2 + n2

åñòü íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Îíî óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì íåðàâåí-
ñòâàì:

0 ≤ n−m

m2 + n2
≤ n

m2 + n2
<

n

n2
=

1
n
≤ 1.

Òàê êàê ÷àñòíîå
n−m

m2 + n2

åñòü öåëîå ÷èñëî, òî îíî äîëæíî ðàâíÿòüñÿ íóëþ â ñèëó íåðàâåíñòâ. Ïîýòîìó
m = n. Äàëåå, ÷àñòíîå

m + m3

2m2
=

m2 + 1
2m

=
m

2
+

1
2m

äîëæíî áûòü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Ïîýòîìó ñóììà m
2 + 1

2m � íàòóðàëüíîå ÷èñ-
ëî ëèøü ïðè îäíîì óñëîâèè: m = 1. Ñëó÷àé n < m ðàññìàòðèâàåì àíàëîãè÷íî.
Ïîýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò åäèíñòâåííàÿ ïàðà n = m = 1.
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Çàäà÷à 7. Íàéòè íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ n2 + α2(n) = 2106,
ãäå α(n) îçíà÷àåò ñóììó âñåõ öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà n.

Ðåøåíèå. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n èç óñëîâèÿ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó: n2 ≤ 2106. Ñëåäîâàòåëüíî, n ≤ 45. Èç âñåõ ÷èñåë 1, ..., 9, ..., 19, ....,
29, ...39, ...45 íàèáîëüøóþ ñóììó öèôð èìååò ÷èñëî 39. Ïîýòîìó α(n) ≤ 12. Òî-
ãäà n2 + 144 ≥ n2 + α2(n) = 2106. Îòñþäà n2 ≥ 2106− 144 = 1952 èëè n > 44.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü,÷òî åäèíñòâåííî âîçìîæíîå çíà÷åíèå n = 45 óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèþ çàäà÷è.

Çàäà÷à 8. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì íàòóðàëüíîì n ÷èñëî 2009! íå äåëèòñÿ
íà nn?

Ðåøåíèå. Óäîáíåå ñíà÷àëà îãðàíè÷èòüñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Ïóñòü p�
ïðîñòîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî 2009! íå äåëèòñÿ íà pp. ×òîáû îïðåäåëèòü ýòî
÷èñëî, ïåðå÷èñëèì âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà p è íå ïðåâîñ-
õîäÿò 2009. Ýòè ÷èñëà òàêîâû:

p, 2p, 3p, ..., kp.

×òîáû îòñóòñòâîâàëà äåëèìîñòü ÷èñëà 2009! íà pp, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà: p2 > 2009 (k = p). Ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ÷èñëî p = 47
è íå óäîâëåòâîðÿåò p = 43. Ïîýòîìó äëÿ çíà÷åíèé n ≤ 43 äåëèìîñòü ÷èñëà
2009! íà nn åñòü. Ïðîâåðèì çíà÷åíèÿ n = 44, 45, 46. Òàê êàê 4444 = 2881144, òî
äåëèìîñòü ÷èñëà 2009! íà ÷èñëî 4444 åñòü. (Ñðåäè ïåðâûõ 2009 íàòóðàëüíûõ
÷èñåë åñòü íå ìåíåå 88 ÷åòíûõ ÷èñåë è íå ìåíåå 44 ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà
11.) Ñëó÷àè n = 45, 46 ðàçáèðàþòñÿ àíàëîãè÷íî. Îòâåòîì áóäåò n = 47.

Çàäà÷à 9. Ñðåäè îáûêíîâåííûõ äðîáåé ñ ïîëîæèòåëüíûìè çíàìåíàòåëÿ-
ìè, ðàñïîëîæåííûìè ìåæäó ÷èñëàìè 96

35 è 97
36 , íàéòè äðîáü ñ íàèìåíüøèì çíà-

ìåíàòåëåì.
Ðåøåíèå. Öåëàÿ ÷àñòü ýòèõ äðîáåé ðàâíà äâóì. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî îïðå-

äåëèòü ïðàâèëüíûå äðîáè ñ íàèìåíüøèì çíàìåíàòåëåì ñðåäè ïðàâèëüíûõ äðî-
áåé, çàêëþ÷åííûõ ìåæäó 96

35 − 2 = 26
35 è 97

36 − 2 = 25
36 . Èìååì îöåíêè: 26

35 > 25
35 =

5
7 > 25

36 . Ò.å. 5
7 ∈ [25/36, 26/35]. Ïðîâåðèì, áóäåò ëè êàêàÿ-íèáóäü èç ïðàâèëü-

íûõ äðîáåé:

1/2, 1/3, 2/3, 1/4, 3/4, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1/6, 5/6, 1/7, 2/7, 3/7, 4/7, 6/7

ëåæàòü â ïðîìåæóòêå [25/36, 26/35]. Òàê êàê 2/3 = 24/36 < 25/36,òî âñå äðîáè,
íå áîëüøèå 2/3, îòáðàñûâàåì. Òàê êàê 26/35 < 28/35 = 4/5, òî âñå äðîáè,
íå ìåíüøèå 4/5, ñëåäóåò óäàëèòü. Äðîáü 3/4 òàêæå íå âõîäèò â ïðîìåæóòîê
[25/36, 26/35]. Òàêèì îáðàçîì, íè îäíà èç ïåðå÷èñëåííûõ äðîáåé íå âõîäèò
â ïðîìåæóòîê [25/36, 26/35]. Ïîýòîìó óñëîâèþ çàäà÷è óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî
îäíà äðîáü: 2 5

7 = 19
7 .

3). Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî çàäà÷, ãäå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòåéøèå êîì-
áèíàòîðíûå íàâûêè.

Çàäà÷à 10. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n èìååò ðîâíî 6 íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé,
ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 3500. Îïðåäåëèòü ýòè ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè ïðîñòûìè äå-
ëèòåëÿìè. Åñëè èñêîìîå ÷èñëî èìååò íå ìåíåå òðåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé p, q, r,
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òî äåëèòåëÿìè èñêîìîãî ÷èñëà áóäóò ÷èñëà: 1, p, q, r, pq, pr, qr, pqr. Èõ êîëè÷å-
ñòâî áîëüøå øåñòè. Ïîýòîìó äàííàÿ ñèòóàöèÿ íåâîçìîæíà.

1) Èñêîìîå ÷èñëî èìååò òîëüêî îäèí ïðîñòîé äåëèòåëü p. Òîãäà âñå äåëè-
òåëè ñîñòîÿò èç ÷èñåë: 1, p, p2, p3, p4, p5. Ïîýòîìó èìååì óðàâíåíèå â ïðîñòûõ
÷èñëàõ:

1 + p + p2 + p3 + p4 + p5 = 3500.

Äëÿ ÷èñåë p ≥ 5 ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ áîëüøå 3500. Îñòàâøèåñÿ äâà ïðîñòûõ
÷èñëà çàâåäîìî êîðíÿìè óðàâíåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ.

2) Èñêîìîå ÷èñëî èìååò òîëüêî äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ p, q. Òîãäà øåñòü
äåëèòåëåé äîëæíû áûòü òàêèìè: 1, p, q, pq, q2, pq2. Îòñþäà âûâîäèì óðàâíåíèå
â ïðîñòûõ ÷èñëàõ:

1 + p + q + pq + q2 + pq2 = 3500.

Îíî çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

(1 + p)(1 + q + q2) = 3500.

Ïîýòîìó ÷èñëà 1 + p, 1 + q + q2 � äåëèòåëè ÷èñëà 3500, ïðè÷åì 1 + q + q2 =
1 + q(1 + q) åñòü íå÷åòíûé äåëèòåëü, íå ìåíüøèé ñåìè. Òîãäà 1 + p äåëèòñÿ íà
4. Âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ìíîæèòåëÿ 1 + p òàêîâû: 4, 4 · 5, 4 · 7, 4 · 5 · 7, 4 · 25, 4 ·
125, 4 · 7 · 25, 4 · 7 · 125. Îòñþäà ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷àåì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ
p: 3, 19, 27, 139, 99, 499, 699, 2499. Òàê êàê çíà÷åíèå p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî îñòà-
åòñÿ âñåãî ëèøü ÷åòûðå çíà÷åíèÿ: 3, 19, 139, 499. Ïðîâåðèì èõ. Ñîîòâåòñòâåííî
ìíîæèòåëü 1 + q + q2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ: 875, 175, 25, 7. Â ïðîñòûõ ÷èñëàõ
èìååò ðåøåíèå òîëüêî îäíî óðàâíåíèå:

1 + q + q2 = 7.

Ñëåäîâàòåëüíî, p = 499, q = 2, è ÷èñëî n = 1996.
Ïðèìå÷àíèå. Çäåñü íåîáÿçàòåëüíî ðåøàòü óðàâíåíèÿ 1+q+q2 = 25, 1+q+

q2 = 175, 1+q+q2 = 875. Äîñòàòî÷íî óáåäèòüñÿ, èñïîëüçóÿ ïðîñòûå îöåíêè, ÷òî
íåò ñîñåäíèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ q(1+q) = 24, 174, 874.
Íàïðèìåð, 302 = 900 è 29 · 30 = 870. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè q ≤ 29 èëè q ≥ 31,
òî óñëîâèå q(1 + q) = 874 íå âûïîëíÿåòñÿ.

Çàäà÷à 11.Ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ íå
ìåíüøå âîñüìè. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå åãî ýëåìåíòîâ ðàâíî 210. Ïðîèçâåäåíèå
âñåõ ýëåìåíòîâ äåëèòñÿ íà 1920. Íèêàêèå äâà ýëåìåíòà ìíîæåñòâà A íå ÿâëÿþòñÿ
âçàèìíî ïðîñòûìè, è ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì.
Îïðåäåëèòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A äîëæíû áûòü äåëèòåëÿìè ÷èñëà
210. Ïðîñòûå äåëèòåëè ýòîãî ÷èñëà åñòü ÷èñëà: 2, 3, 5, 7. Òîãäà âñå äåëèòåëè ñîñòîÿò
èç ÷èñåë:

1, 2, 3, 5, 7, 2 · 3, 2 · 5, 2 · 7, 3 · 5, 3 · 7, 5 · 7, 2 · 3 · 5, 2 · 5 · 7, 3 · 5 · 7, 2 · 3 · 7, 2 · 3 · 5 · 7.

Òàê êàê 1920 = 273 · 5 · 7, òî ñëåäóåò âçÿòü âñå äåëèòåëè, ñîäåðæàùèå 2. Îíè òàêîâû:

2, 2 · 3, 2 · 5, 2 · 7, 2 · 3 · 5, 2 · 5 · 7, 2 · 3 · 7, 2 · 3 · 5 · 7.
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Èõ ÷èñëî ðàâíî âîñüìè, è èõ ïðîèçâåäåíèå åñòü òî÷íûé êâàäðàò. Äîáàâèòü êàêîé-
íèáóäü äåëèòåëü èç îñòàâøèõñÿ äåëèòåëåé, íå ñîäåðæàùèõ 2, íåëüçÿ: ïîÿâëÿþòñÿ
âçàèìíî ïðîñòûå ýëåìåíòû. Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû îäèí èç ýëåìåíòîâ

2, 2 · 3, 2 · 5, 2 · 7, 2 · 3 · 5, 2 · 5 · 7, 2 · 3 · 7, 2 · 3 · 5 · 7

ñëåäóåò çàìåíèòü. Çàìåíèòü ìîæíî òîëüêî ýëåìåíò 2. Íàïðèìåð, çàìåíèâ ñîñòàâíîé
äåëèòåëü äðóãèì, íå ñîäåðæàùèì äâîéêè, ìû ïîëó÷èì âçàèìíóþ ïðîñòîòó ýòîãî
äåëèòåëÿ ñ ýëåìåíòîì 2. Ýëåìåíò 2 ìîæíî çàìåíèòü òîëüêî îäíèì ýëåìåíòîì 3 ·
5 · 7, èíà÷å ïîÿâÿòñÿ ïàðû âçàèìíî ïðîñòûõ ýëåìåíòîâ. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàìè
ìíîæåñòâà áóäóò äåëèòåëè:

3 · 5 · 7, 2 · 3, 2 · 5, 2 · 7, 2 · 3 · 5, 2 · 5 · 7, 2 · 3 · 7, 2 · 3 · 5 · 7

èëè ÷èñëà:
105, 6, 10, 14, 30, 70, 42, 210.
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